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Abstract. — The purpose of this work is to introduce and study the notion of spherical vectors, which we
can consider as a natural generalization of the arguments of complex numbers in the case of quaternions. After
having established some elementary properties of these particular vectors, we show by transport of structure
that spherical vectors form a non-abelian additive group, isomorphic to the group of unit quaternions. In general
and by concrete examples, this identification allows us, first, to present a new polar form of the quaternions, then
to represent the unit quaternions on the unit sphere of R3 and to geometrically interpret their multiplications.
Résumé. — L’objet de ce travail est d’introduire et étudier la notion des vecteurs sphériques, que nous
pouvons considérer comme une généralisation naturelle des arguments des nombres complexes au cas des
quaternions. Après avoir établi quelques propriétés élémentaires de ces vecteurs particuliers, nous montrons
par transport de structure que les vecteurs sphériques forment un groupe additif non-abélien, isomorphe au
groupe des quaternions unitaires. Au plan général et sur des exemples concrets, cette identification nous permet,
premièrement, de présenter une nouvelle forme polaire des quaternions, puis de représenter les quaternions
unitaires sur la sphère unité de R3 et d’interpréter géométriquement leurs multiplications.
Mots clefs. — quaternions, argument, vecteurs sphériques, interprétation géométrique, forme polaire,
forme exponentielle.
1. Introduction
Les propriétés algébriques du groupe additif des angles orientés de deux vecteurs dans le plan
euclidien ont permis de définir sans ambiguïté, l’argument d’un nombre complexe et de profiter
pleinement des propriétés algébriques de la forme exponentielle. Cependant, si on se place dans
un espace euclidien de dimension 3, l’essentiel des résultats précédents s’effondre. Ainsi, on ne
peut définir la mesure d’un angle orienté de deux vecteurs (dans le cas où on considère que cette
mesure est un nombre réel) ; les arguments des quaternions sont des angles non orientés et non
structurés qui n’obéissent plus à la relation de Chasles.
Le présent travail a pour but de généraliser d’une manière naturellement compatible avec les
nombres complexes, les notions d’argument, forme polaire et notation exponentielle aux qua-
ternions. Ainsi, nous obtenons un outil très maniable permettant d’établir algébriquement et
géométriquement toutes les propriétés liées à la multiplication des quaternions sous leurs formes
exponentielles. Pour ce faire, il nous faut tout d’abord définir et étudier la notion des vecteurs
sphériques.
La section 2 est consacrée aux vecteurs sphériques. Dans un premier temps, nous présentons la
définition et les principales propriétés liées à cette notion. Ensuite, nous donnons une représen-
tation géométrique d’un vecteur sphérique sur la sphère unité de R3. Afin d’établir une relation
entre les vecteurs sphériques et les quaternions unitaires, nous introduisons dans la section 3
une nouvelle forme des quaternions, que nous appelons forme sphérique. Dans la section 4, nous
construisons une bijection µ de l’ensemble des vecteurs sphériques V dans le groupe multiplicatif
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des quaternions unitaires G. Cette bijection nous permet ensuite de transporter la structure de G
dans V. Ainsi nous définissons dans V la loi de composition interne additive suivante
α+ β = µ−1 (µ(β)µ(α)) .
Muni de cette opération, V est un groupe additif non commutatif et µ est un anti-isomorphisme de
groupes. Nous présentons dans la section 5, grâce aux vecteurs sphériques, une nouvelle définition
de l’argument et de la forme polaire d’un quaternion. Ensuite nous démontrons les propriétés
algébriques de l’argument et de la notation exponentielle. Enfin, dans la section 6, nous proposons
quelques exemples d’applications.
Dans toute la suite, l’espace R3 est muni de sa structure euclidienne orientée usuelle et de son
repère canonique (O, ex, ey, ez) d’origine O. Nous désignons respectivement par « · », « × » et
« ‖ · ‖ » le produit scalaire, le produit vectoriel et la norme euclidienne. Notons S2 la sphère unité
de R3.
2. Vecteurs sphériques
Dans cette section, nous définissons un vecteur sphérique, ainsi que ses composantes et son
support, ensuite nous donnons sa représentation géométrique sur la sphère unité S2.
2.1. Notions de bases
Définition 2.1. Soient (u, v) un couple de vecteurs non nuls de R3. Nous appelons respectivement
composante scalaire et composante vectorielle du couple (u, v), le nombre réel λ = u·v‖u‖‖v‖ et le
vecteur n = u×v‖u‖‖v‖ .
Définition 2.2. Un vecteur sphérique de R3 est une classe d’équivalence de couples de vecteurs
non nuls. Deux couples représentent le même vecteur sphérique si et seulement si ils ont même
composante scalaire et même composante vectorielle.
Définition 2.3. Soit α un vecteur sphérique de composante vectorielle non nulle n. Nous appelons
support de α, et notons Pα, le plan vectoriel de vecteur normal n.
Remarque 2.1. Soit α = (u, v) un vecteur sphérique de composante vectorielle non nulle n et
de support Pα. Comme n = u×v‖u‖‖v‖ , alors les deux vecteurs u et v sont orthogonaux à n. Or n est
normal à Pα, donc u et v appartiennent à Pα.
Le théorème qui suit donne une propriété caractéristique des composantes d’un vecteur sphé-
rique.
Théorème 2.1. Soient x un nombre réel et w un vecteur de R3. On a x2 + ‖w‖2 = 1 si et
seulement si il existe un unique vecteur sphérique α dont les composantes sont x et w.
Démonstration. Soient x un nombre réel et w un vecteur.
− Supposons qu’il existe un vecteur sphérique α = (u, v) dont les composantes sont x et w. Alors
x = u·v‖u‖‖v‖ et w =
u×v
‖u‖‖v‖ . Soit θ l’angle non orienté des deux vecteurs non nuls u et v défini
par u · v = ‖u‖‖v‖ cos θ avec θ ∈ [0, pi], alors x = cos θ. Comme ‖u × v‖ = ‖u‖‖v‖ sin θ, alors
‖w‖ = sin θ. Ainsi x2 + ‖w‖2 = 1.
− Supposons maintenant que x2+ ‖w‖2 = 1 et montrons qu’il existe un unique vecteur sphérique
(u, v) de composantes x et w.
L’unicité vient du fait que deux vecteurs sphériques sont égaux si et seulement si ils ont les mêmes
composantes. Il reste maintenant à vérifier l’existence. Il suffit donc de choisir u un vecteur non
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nul et orthogonal à w, et de prendre v = xu + w × u. Montrons tout d’abord que v est non nul.
On a
‖v‖2 = ‖xu+ w × u‖2
= x2‖u‖2 + ‖w × u‖2 (u ⊥ (w × u))
= x2‖u‖2 + ‖w‖2‖u‖2 (w ⊥ u)
= ‖u‖2 (x2 + ‖w‖2 = 1).
Donc ‖v‖ = ‖u‖ 6= 0, Ainsi le couple (u, v) représente un vecteur sphérique α de composante
scalaire
λα =
u · v
‖u‖‖v‖ =
u · (xu+ w × u)
‖u‖2 = x,
et de composante vectorielle
nα =
u× v
‖u‖‖v‖ =
u× (xu+ w × u)
‖u‖2 =
u× (w × u)
‖u‖2 = w.
Ceci d’après la formule du double produit vectoriel :
u× (w × u) = (u · u)w − (u · w)u = ‖u‖2w.
2.2. Interprétation géométrique d’un vecteur sphérique
Soient u et v deux vecteurs non nuls de R3. Les deux couples (u, v) et ( u‖u‖ ,
v
‖v‖) ont les mêmes
composantes (définition 2.1), donc ils représentent le même vecteur sphérique, notons le α. Les
vecteurs du deuxième couple étant unitaires, il existe alors un unique couple (A,B) de points de
la sphère unité tels que u/‖u‖ = −→OA et v/‖v‖ = −−→OB. Ainsi, nous écrivons α =
(−→
OA,
−−→
OB
)
ou
tout simplement α = (A,B). D’où la remarque suivante.
Remarque 2.2. − Tout vecteur sphérique α peut être représenté par un couple (u, v) de vecteurs
unitaires de R3. Ainsi les composantes de α s’écrivent λ = u · v et n = u× v.
− Tout vecteur sphérique α peut être représenté par un couple (A,B), que nous notons
y
AB, de
points de la sphère unité S2 (Figure 1).
P :
 Su
ppo
rt d
e α
S2
A
B
α
α
u
n
vO
θ
Figure 1. Représentation géométrique d’un vecteur sphérique α (α = (u, v) =
y
AB).
Les composantes de α sont λ = u · v = cos θ et n = u× v avec ‖n‖ = sin θ.
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3. Forme sphérique d’un quaternion
Dans cette section nous introduisons une nouvelle écriture des quaternions, ce qui permettra
dans la section 4, d’établir une relation entre les quaternions unitaires et les vecteurs sphériques
et mettra en valeur des résultats intéressants.
Définition 3.1. Nous notons N l’ensemble des quaternions qui s’écrivent sous la forme ja+kb+c,
(a, b, c) ∈ R3.
Théorème 3.1. L’application (a, b, c) ∈ R3 7−→ ja+ kb+ c ∈ N est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.
Démonstration. Immédiate.
Dans tout ce qui suit et pour éviter toute confusion, nous identifions grâce au théorème 3.1 ci-
dessus, chaque vecteur w = (a, b, c) de R3 au quaternion ja+kb+c de N , que nous notons aussi w.
Soit q = x + iy + jz + kt, (x, y, z, t) ∈ R4 un quaternion. Nous factorisons par i sa partie
imaginaire de la façon suivante q = x+ i(jt− kz + y). Notons w le quaternion jt− kz + y ∈ N ,
identifié au vecteur (t,−z, y) de R3 (théorème 3.1). Ce qui donne q = x+ iw. Nous appelons forme
sphérique de q l’écriture x + iw. Nous appelons composantes sphériques de q, le nombre réel x
(composante scalaire) et le vecteur w (composante vectorielle).
Propriété 3.1. (1) Deux quaternions sont égaux si et seulement si ils ont les mêmes composantes
sphériques.
(2) Soient x et w les composantes sphériques d’un quaternion q. Nous avons |q|2 = x2 + ‖w‖2.
Démonstration. Immédiate.
Nous résumons dans le lemme suivant quelques propriétés de la forme sphérique que nous uti-
liserons dans la suite de cet article.
Lemme 3.1. Pour tous vecteurs non nuls u et v de R3, nous avons les propriétés suivantes
(1) iu = ui
(2) uv = v · u+ i(v × u)
(3) Si u est unitaire alors : u−1v = uv = u · v − i(u× v).
Démonstration. (1) Soit u = jx+ ky + z = (x, y, z) un vecteur de R3. Nous avons
iu = i(jx+ ky + z) = kx− jy + iz = (−jx− ky + z)i = ui.
(2) Soient u = jx+ ky + z et v = jx′ + ky′ + z′ avec (x, y, z) ∈ R3 et (x′, y′, z′) ∈ R3. Nous avons
uv = (−xx′ − yy′ + zz′) + i(xy′ − x′y) + j(xz′ + x′z) + k(yz′ + y′z)
= (−xx′ − yy′ + zz′) + i [(xy′ − x′y)− k(xz′ + x′z) + j(yz′ + y′z)]
= (−xx′ − yy′ + zz′) + i [j(yz′ + y′z)− k(xz′ + x′z) + (xy′ − x′y)]
= (−xx′ − yy′ + zz′) + i
 yz′ + y′z−xz′ − x′z
xy′ − x′y

= v · u+ i(v × u).
(3) Supposons que u est un quaternion unitaire, donc son inverse et son conjugué sont égaux.
Ainsi u−1v = uv. Or, d’après (2), nous avons
uv = v · u+ i(v × u) = u · v − i(u× v).
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4. Structure algébrique des vecteurs sphériques
Dans cette section, nous définissons et étudions une structure de groupe additif sur l’ensemble
des vecteurs sphériques. Ceci grâce à une application bijective de l’ensemble des vecteurs sphé-
riques dans le groupe multiplicatif des quaternions unitaires.
Dans tout ce qui suit, nous notons V l’ensemble des vecteurs sphériques et G le groupe multi-
plicatif non commutatif des quaternions unitaires.
4.1. Groupe additif des vecteurs sphériques
Soit α un vecteur sphérique de composantes λ et n. Nous pouvons facilement associer α au
quaternion qα = λ + in de composantes sphériques λ et n. Comme |qα|2 = λ2 + ‖n‖2 = 1
(propriété 3.1.(2) et théorème 2.1), alors le quaternion qα est unitaire.
Théorème 4.1. L’application µ qui à chaque vecteur sphérique α, de composantes λ et n, associe
le quaternion unitaire λ+ in est bijective.
µ : V −→ G
α 7−→ λ+ in.
Démonstration. Soit q un quaternion unitaire de forme sphérique q = x+iw. Comme x2+‖w‖2 =
|q|2 = 1, alors d’après le théorème 2.1, il existe un unique vecteur sphérique α dont les composantes
sont x et w. C’est-à-dire µ(α) = q, d’où le résultat.
L’application bijective µ nous permet de transporter la structure de G, en tant que groupe
multiplicatif non commutatif, vers V. Nous définissons alors une loi de composition interne additive
sur V par :
α+ β = µ−1 (µ(β)µ(α)) .
C’est-à-dire
µ(α+ β) = µ(β)µ(α).
Ainsi µ est un anti-isomorphisme de groupes et nous avons alors le théorème suivant.
Théorème 4.2. L’application µ est un anti-isomorphisme de groupes et l’ensemble des vecteurs
sphériques V est un groupe additif non commutatif isomorphe à G.
Propriété 4.1. Soit α = (u, v) un vecteur sphérique représenté par un couple de vecteurs unitaires
de R3. Nous avons
µ(α) = u · v + i(u× v),
ou encore
µ(α) = v−1u.
Démonstration. Pour la première expression, u ·v et u×v étant les composantes de α (Définition
2.1), donc µ(α) = u · v + i(u × v) (théorème 4.1). Or, nous avons d’après le lemme 3.1.(3),
v−1u = v · u− i(v × u) = u · v + i(u× v). D’où la deuxième expression.
4.2. Propriétés algébriques des vecteurs sphériques
Dans cette section, nous transportons, grâce à l’anti-isomorphisme µ établi au paragraphe 4.1,
les propriétés algébriques du groupe des quaternions unitaires G dans le groupe des vecteurs
sphériques V.
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a. Vecteur sphérique nul (Élément neutre)
Propriété 4.2. Le vecteur sphérique nul, que nous notons
y
0 , est représenté par tout couple (u, u)
tel que u est un vecteur unitaire de R3.
Démonstration. µ étant un anti-isomorphisme de groupe, Le vecteur sphérique nul
y
0 est défini
par µ
(
y
0
)
= 1. Soient donc u et v deux vecteurs unitaires de R3. Nous avons
(u, v) =
y
0 ⇐⇒ µ ((u, v)) = 1
⇐⇒ v−1u = 1 (propriété 4.1)
⇐⇒ v = u.
D’où le résultat.
b. Opposé d’un vecteur sphérique
Propriété 4.3. Soient u et v deux vecteurs unitaires de R3. L’opposé du vecteur sphérique (u, v)
est le vecteur sphérique (v, u).
Démonstration. Soit (u, v) un vecteur sphérique où u et v sont deux vecteurs unitaires de R3.
Son opposé −(u, v) est défini par µ (−(u, v)) = (µ ((u, v)))−1 alors
µ (−(u, v)) = (v−1u)−1 (propriété 4.1)
= u−1v
= µ ((v, u)) .
Donc −(u, v) = (v, u).
c. Relation de Chasles
Propriété 4.4. Soient u, v et w trois vecteurs unitaires de R3. Nous avons
(u, v) + (v, w) = (u,w)
Démonstration. Comme
µ ((u, v) + (v, w)) = µ ((v, w))µ ((u, v))
= w−1vv−1u (propriété 4.1)
= w−1u
= µ ((u,w)) ,
alors (u, v) + (v, w) = (u,w).
d. Vecteur sphérique plat
Soit u un vecteur unitaire de R3. Les composantes du vecteur sphérique (u,−u) sont −1 et ~0
(définition 2.1) et ne dépendent pas de u. D’où la définition suivante.
Définition 4.1. Nous appelons vecteur sphérique plat, et notons
y
pi , le vecteur sphérique, de com-
posantes −1 et ~0, représenté par tout couple (u,−u) tel que u est un vecteur unitaire de R3.
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Soit α = (u, v) un vecteur sphérique représenté par un couple de vecteurs unitaires de R3. La
composante vectorielle de α étant nα = u× v (définition 2.1), alors
nα = ~0⇐⇒ u× v = ~0
⇐⇒ v = u ou v = −u (u et v étant unitaires)
⇐⇒ α = (u, u) = y0 ou α = (u,−u) = ypi.
D’où la remarque suivante
Remarque 4.1. La composante vectorielle d’un vecteur sphérique est nulle si et seulement si ce
vecteur sphérique est nul ou plat.
4.3. Somme de deux vecteurs sphériques
Dans cette section, nous revenons avec plus de détails sur la somme de deux vecteurs sphériques
définis par leurs composantes.
Théorème 4.3. Soit α un vecteur sphérique de support P et de composantes λ et n (n 6= ~0).
Pour tout vecteur unitaire u de P , nous avons :
(1) Le vecteur v = u(λ− in) = λu+ n× u est l’unique vecteur unitaire de P tel que α = (u, v).
(2) Le vecteur w = u(λ+ in) = λu− n× u est l’unique vecteur unitaire de P tel que α = (w, u).
Support de α 
α
α
θ
θ
θ αu
n
v
w
O
v=λu+n   u  ^
w=λu-n   u  ^
Figure 2. α = (u, v) = (w, u).
Démonstration. (1) Il suffit de résoudre l’équation (u, v) = α d’inconnue un vecteur unitaire v
de P :
(u, v) = α⇐⇒ µ((u, v)) = µ(α)
⇐⇒ v−1u = λ+ in (propriété 4.1 et théorème 4.1)
⇐⇒ v = u(λ− in).
Montrons maintenant que u(λ− in) = λu+ n× u.
u(λ− in) = λu− uin
= λu− iun (lemme 3.1.(1) : ui = iu)
= λu− i(u · n− i(u× n)) (lemme 3.1.(2) : un = u · n− i(u× n))
= λu+ n× u. (n étant normal à P et u ∈ P , donc n · u = 0)
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(2) De la même façon que dans (1), Nous allons résoudre l’équation (w, u) = α d’inconnue un
vecteur unitaire w de P . Nous avons
(w, u) = α⇐⇒ µ((w, u)) = µ(α)
⇐⇒ u−1w = λ+ in (propriété 4.1 et théorème 4.1)
⇐⇒ w = u(λ+ in).
D’autre part, nous avons
u(λ+ in) = λu+ uin
= λu+ iun (lemme 3.1.(1) : ui = iu)
= λu+ i(u · n− i(u× n)) (lemme 3.1.(2) : un = u · n− i(u× n))
= λu− n× u. (n · u = 0)
Théorème 4.4. Soient α et β deux vecteurs sphériques de supports respectifs Pα et Pβ, et de
composantes respectives (λα, nα) et (λβ, nβ).
(1) Si nα × nβ 6= ~0 (Figure 3), alors il existe exactement deux combinaisons de trois vecteurs
unitaires u, v et w tels que α = (u, v) et β = (v, w). Ces combinaisons sont

v =
nα×nβ
‖nα×nβ‖
u = v(λα + inα) = λαv − nα × v
w = v(λβ − inβ) = λβv + nβ × v
et

v′ = −v
u′ = −u
w′ = −w.
(2) Si nα × nβ = ~0 (Figure 4). Alors α et β ont le même support P (Pα = Pβ = P ). Dans ce
cas, pour tout vecteur unitaire v de P , nous avons :
− Le vecteur u = v(λα+ inα) = λαv−nα×v est l’unique vecteur unitaire de P tel que α = (u, v).
− Le vecteur w = v(λβ− inβ) = λβv+nβ×v est l’unique vecteur unitaire de P tel que β = (v, w).
u
v
w
α
α
β
β
O
αP
Pβ
αβ
O
-u
-v
-w
α β
αP
Pβ
Support de β
Support de α
Figure 3. nα×nβ 6= ~0 : Les support des deux vecteurs sphériques α et β se coupent le long d’une droite vectorielles
engendrée par le vecteur v = nα × nβ .
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α
α
β
β
αn
nβ
v
u
w
αP  = Pβ
O
Support de α et β   
Figure 4. nα × nβ = ~0 : Les deux vecteurs sphériques α et β ont le même support.
Démonstration. (1) Nous devons résoudre le système{
(u, v) = α
(v, w) = β,
d’inconnues les trois vecteurs unitaires u, v et w. Supposons que (u, v) = α et (v, w) = β, alors v
est un vecteur commun des deux plans vectoriels Pα et Pβ (remarque 2.1). Ainsi v apparient à la
droite vectorielle Pα∩Pβ engendrée par le vecteur non nul nα×nβ , nα et nβ étant respectivement
des vecteurs normaux aux deux plans Pα et Pβ . Donc v et nα × nβ sont colinéaires. Or v est
unitaire, alors soit v = nα×nβ‖nα×nβ‖ , soit v = −
nα×nβ
‖nα×nβ‖ . Ainsi
{
(u, v) = α
(v, w) = β
⇐⇒


v =
nα×nβ
‖nα×nβ‖
(u, v) = α
(v, w) = β
ou

v = − nα×nβ‖nα×nβ‖
(u, v) = α
(v, w) = β
 .
Supposons maintenant que v ∈ Pα. Alors (u, v) = α si et seulement si u = v(λα + inα) =
λαv− nα × v (théorème 4.3.(2)). De même, si v ∈ Pβ , alors nous avons (v, w) = β si et seulement
si w = v(λβ − inβ) = λβv + nβ × v (théorème 4.3.(1)). Par conséquent
{
(u, v) = α
(v, w) = β
⇐⇒


v =
nα×nβ
‖nα×nβ‖
u = λαv − nα × v
w = λβv + nβ × v
ou

v = − nα×nβ‖nα×nβ‖
u = λαv − nα × v
w = λβv + nβ × v
 .
(2) Ce résultat est une conséquence immédiate du théorème 4.3.
Nous disposons ainsi d’outils nécessaires pour construire la somme de deux vecteurs sphériques.
Soient α et β deux vecteurs sphériques de composantes vectorielles respectives nα et nβ .
• Si nα et nβ ne sont pas nuls tous deux (Figure 5), alors il existe trois vecteurs unitaires u, v et
w tels que α = (u, v) et β = (v, w) (théorème 4.4). Ainsi d’après la relation de Chasles (propriété
4.4)
α+ β = (u, v) + (v, w) = (u,w).
• Si l’un des deux vecteurs nα ou nβ est nul, nβ par exemple (l’autre cas se traite de la même
façon), alors soit β =
y
0 , soit β = ypi (remarque 4.1). Ainsi,
− Si β = y0 , alors α+ y0 = α.
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− Si β = ypi . Soient donc u et v deux vecteurs unitaires tels que α = (u, v), nous pouvons
alors écrire le vecteur sphérique plat sous la forme ypi = (v,−v) (définition 4.1). Ainsi, α + ypi =
(u, v) + (v,−v) = (u,−v).
u
v
w
α
α
β
β
O
αP
Pβ
α+β
A
B
C
α
α
β
β
Figure 5. α+ β = (u, v) + (v, w) = (u,w). Ou encore α+ β =
y
AB +
y
BC =
y
AC.
5. Argument et forme polaire d’un quaternion
Dans cette section, nous introduisons, grâce aux vecteurs sphériques, la définition de l’argument
d’un quaternion.
5.1. Argument d’un quaternion
Définition 5.1. Soit q un quaternion non nul. L’application µ étant bijective de V dans G et
q
|q| ∈ G, nous appelons argument de q, et notons arg(q), le vecteur sphérique défini par
arg(q) = µ−1
(
q
|q|
)
.
Autrement dit
α = arg(q) si et seulement si µ(α) =
q
|q| .
Remarque 5.1. Soit q un quaternion unitaire d’argument α. Comme q = µ(α) (Définition ci-
dessus), alors q et son argument α ont les mêmes composantes (Théorème 4.1).
5.2. Cosinus et sinus d’un vecteur sphérique
Définition 5.2. Soit α un vecteur sphérique de composantes λα et nα.
− Nous appelons cosinus de α, et notons cos(α), la composante scalaire λα.
− Nous appelons sinus de α, et notons sin(α), la composante vectorielle nα identifiée à un qua-
ternion de N (théorème 3.1 et définition 3.1).
Ainsi, nous définissons les deux applications suivantes :
cos : V −→ R sin : V −→ N
α 7−→ λα α 7−→ nα.
Remarque 5.2. Soit α un vecteur sphérique représenté par un couple (u, v) de vecteurs unitaires
de R3.
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(1) Les composantes de α sont cos(α) = u · v et sin(α) = u × v. Ainsi µ(α) = cos(α) + i sin(α)
(propriété 4.1).
(2) Soit θ l’angle non orienté des deux vecteurs u et v (θ ∈ [0, pi]). Nous avons | cos(α)| = |u · v| =
| cos(θ)| et | sin(α)| = ‖u× v‖ = sin(θ), ainsi cos2(α) + | sin(α)|2 = 1.
Exemple 5.1. Soient les deux vecteurs unitaires u = (
√
2
2 ,
√
2
2 , 0) et v = (
√
3
3 ,
√
3
3 ,
√
3
3 ). les
composantes du vecteur sphérique α représenté par le couple (u, v) sont λα = u · v =
√
6
3 et
nα = u× v = (
√
6
6 ,−
√
6
6 , 0). C’est-à-dire cos(α) =
√
6
3 et sin(α) =
√
6
6 j −
√
6
6 k.
5.3. Forme polaire d’un quaternion
Théorème 5.1. Soient q un quaternion non nul, r un nombre réel strictement positif et α un
vecteur sphérique. On a : q = r(cos(α) + isin(α)) si et seulement si |q| = r et arg(q) = α.
Démonstration. − Supposons que q = r(cos(α)+ isin(α)). Alors |q|2 = r2(cos2(α)+ | sin(α)|2) =
r2 (remarque 5.2.(2)). Ainsi |q| = r. D’autre part, q = |q|(cos(α) + isin(α)) = |q|µ(α) (remarque
5.2.(1)), donc µ(α) = q|q| . C’est-à-dire arg(q) = α (définition 5.1).
− Inversement, supposons que |q| = r et arg(q) = α. Alors qr = µ(α) (définition 5.1). Ainsi
q
r = cos(α) + i sin(α) (Remarque 5.2.(1)).
Définition 5.3. Soit q un quaternion non nul de module r et d’argument α. Nous appelons forme
polaire de q l’écriture q = r(cos(α) + isin(α)).
5.4. Notation exponentielle d’un quaternion
Définition 5.4. Soit α un vecteur sphérique. La notation eiα désigne le quaternion unitaire d’ar-
gument α, c’est à dire :
eiα = cos(α) + isin(α).
Par conséquent, si q est un quaternion de module r et d’argument α, alors
q = r(cos(α) + isin(α)) = reiα.
Remarque 5.3. Soit α un vecteur sphérique. D’après la remarque 5.2.(1) nous avons
µ(α) = eiα.
5.5. Propriétés algébriques de la notation exponentielle
Proposition 5.1. Soient α et β deux vecteurs sphériques et m un entier relatif. Nous avons les
propriétés suivantes.
(1) ei(α+β) = eiβeiα (2)
(
eiα
)−1
= eiα = e−iα
(3) ei(α−β) =
(
eiβ
)−1
eiα (4) ei
y
pi = −1
(5) − eiα = ei(
y
pi+α) = ei(α+
y
pi ) (6)
(
eiα
)m
= eimα.
Démonstration. (1)− Comme l’application µ est un anti-isomorphisme, alors µ(α+β) = µ(β)µ(α).
Ainsi, d’après la remarque 5.3, nous avons ei(α+β) = eiβeiα.
(2)− De même, nous avons µ(−α) = µ(α)−1, donc e−iα = (eiα)−1 et comme eiα est un quaternion
unitaire, alors eiα =
(
eiα
)−1.
(3)− Il suffit de combiner (1) et (2).
(4)− Selon la définition 4.1, les composantes de ypi sont −1 et ~0, alors µ(ypi) = −1 (théorème 4.1).
Ainsi, ei
y
pi = −1.
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(5)− Nous combinons (1) et (4).
(6)− Ce résultat se démontre facilement par récurrence sur m ∈ N, en utilisant bien sûr (1). Et
pour l’étendre sur Z, nous appliquons (2).
Nous pouvons réécrire la proposition ci-dessus de la façon suivante.
Proposition 5.2. Soient p et q deux quaternions et m un entier relatif. Nous avons les propriétés
suivantes.
(1) arg(pq) = arg(q) + arg(p) (2) arg(q−1) = arg(q) = −arg(q)
(3) arg(p−1q) = arg(q)− arg(p) (4) arg(−1) = ypi
(5) arg(−q) = ypi + arg(q) = arg(q) + ypi (6) arg(qm) = m arg(q).
6. Exemples d’applications
Nous avons vu dans les sections précédentes que l’anti-isomorphisme µ nous permet d’identifier
tout quaternion unitaire q à son argument, qui n’est autre qu’un vecteur sphérique (arg(q) =
µ−1(q)). Ainsi, nous pouvons facilement interpréter géométriquement les quaternions unitaires et
leurs propriétés algébriques à travers les vecteurs sphériques.
6.1. Méthode pratique pour déterminer l’argument d’un quaternion unitaire
Soient q = x + iω un quaternion unitaire écrit sous sa forme sphérique (section 3) et α son
argument défini par µ(α) = q (définition 5.1). La méthode présentée ici consiste à représenter le
vecteur sphérique α par un couple de vecteurs unitaires (u, v). Les composantes de α étant x et ω
(remarque 5.1), alors le couple (u, v) est caractérisé par les deux données u · v = x et u× v = ω.
D’autre part, si ω 6= ~0, le support de α étant le plan vectoriel P de vecteur normal ω, alors pour
avoir (u, v) = α, il suffit d’après le théorème 4.3, de choisir u orthogonal à ω (c’est-à-dire u ∈ P ),
puis de calculer v par l’une des deux relations v = xu + ω × u ou v = uq. D’où la proposition
suivante.
Proposition 6.1. Soit q = x+iω un quaternion unitaire, x et ω étant ses composantes sphériques.
Soit α un vecteur sphérique représenté par un couple de vecteurs unitaires (u, v). Nous avons :
α = arg(q) si et seulement si {
u ⊥ ω
v = uq = xu+ ω × u.
Exemples : Argument des quaternions i, j et k
• Argument de i − La forme sphérique de i étant i = i(0j +0k+1) = i(0, 0, 1) = iez, alors les
composantes sphériques de i sont 0 et ez. D’après la proposition 6.1 ci-dessus, pour qu’un couple
de vecteurs unitaires (u, v) représente l’argument de i, il faut et il suffit que u ⊥ ez et v = ez × u
(ou encore v = ui). Comme ex ⊥ ez, prenons par exemple u = ex. Ainsi v = ez × ex = ey. Alors,
l’argument de i est le vecteur sphérique (ex, ey). C’est-à-dire
i = ei(ex,ey).
(Nous pouvons aussi déterminer v par la relation v = exi = −(1, 0, 0)i = −(1j + 0k + 0)i = k =
0j + 1k + 0 = (0, 1, 0) = ey)
• Argument de j − Comme j = −ik = −i(0j + 1k + 0) = −i(0, 1, 0) = −iey, alors les
composantes sphériques de j sont 0 et −ey. Un couple (u, v) de vecteurs unitaires représente
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l’argument de j si et seulement si u ⊥ ey et v = −ey×u. Choisissons donc u = ex (ex ⊥ ey). Alors
v = −ey × ex = ez. D’où arg(j) = (ex, ez). Ainsi
j = ei(ex,ez).
• Argument de k − Nous avons k = ij = i(1j+0k+0) = i(1, 0, 0) = iex. Donc les composantes
sphériques de k sont 0 et ex. Un couple (u, v) de vecteurs unitaires représente l’argument de k si
et seulement si u ⊥ ex et v = ex × u. Prenons u = ey (ey ⊥ ex), ainsi v = ex × ey = ez. D’où
arg(k) = (ey, ez) et
k = ei(ey ,ez).
6.2. Interprétation géométrique de la relation ki = j
Dans la section 6.1, nous avons pu identifier les quaternions unitaires i, j et k à leurs arguments
respectifs αi = (ex, ey), αj = (ex, ez) et αk = (ey, ez). Ainsi, nous avons
ki = j ⇐⇒ arg(ki) = arg(j)
⇐⇒ arg(i) + arg(k) = arg(j)
⇐⇒ (ex, ey) + (ey, ez) = (ex, ez).
C’est-à-dire
ki = j ⇐⇒ αi + αk = αj .
xe
ze
ye
kα
jα
iαx
e
ze
ye
kα
jα
iα
O
Figure 6. Interprétation géométrique de la relation ki = j via la relation de Chasles sur les arguments des
quaternions i, j et k, αi + αk = αj .
6.3. Interprétation géométrique de la non commutativité de la multiplication
des quaternions unitaires
• Cas général − Soient p et q deux quaternions unitaires d’arguments respectifs α et β. D’après
la proposition 5.2, nous avons arg(pq) = β + α et arg(qp) = α + β. Ainsi, la non commutativité
de la multiplication de p et q peut être interprétée géométriquement par la non commutativité de
l’addition de leurs arguments α et β (Figure 7).
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Support de α+β 
Support de β+α 
α+
β
β+
α
α
α
β
β
α+
β
β+
α
α
α
β
β
O
Figure 7. Les deux arguments α+β et β+α ont la même composante scalaire, mais ils n’ont pas le même support
(pq 6= qp⇐⇒ β + α 6= α+ β).
• Exemple − Considérons les deux quaternions unitaires suivants
p =
√
6
6
(2− j − k) et q =
√
2
2
(1 + i).
Dans ce dernier exemple, grâce aux vecteurs sphériques, nous donnons un aspect géométrique aux
quaternions p et q, ainsi que leurs produits h = qp =
√
3
3 (1 + i − k) et h′ = pq =
√
3
3 (1 + i − j).
Désignons par αp, αq, αh et αh′ les arguments respectifs des quaternions p, q, h et h′. Ainsi
αh = αp + αq et αh′ = αq + αp (proposition 5.2). Pour représenter ces quatre vecteurs sphériques
sur la sphère unité S2, nous devons tout d’abord écrire p et q sous leurs formes sphériques (section
3) :
p =
√
6
3
+ i
√
6
6
(−j + k + 0) =
√
6
3
+ i
(
−
√
6
6
,
√
6
6
, 0
)
,
et
q =
√
2
2
+ i
(
0j + 0k +
√
2
2
)
=
√
2
2
+ i
(
0, 0,
√
2
2
)
.
Ainsi, les composantes sphériques de p sont
λp =
√
6
3
et np =
(
−
√
6
6
,
√
6
6
, 0
)
,
et celles de q sont
λq =
√
2
2
et nq =
(
0, 0,
√
2
2
)
.
Comme les composantes de αp sont celles de p, ainsi que les composantes de αq sont celles de
q (remarque 5.1), alors d’après le théorème 4.4, np × nq étant non nul, il existe seulement deux
combinaisons de trois vecteurs unitaires u, v et w tels que αp = (u, v) et αq = (v, w). Choisissons
par exemple la combinaison 
v =
np×nq
‖np×nq‖
u = λpv − np × v
w = λqv + nq × v.
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Il viendra, tout calcul fait, 
v =
(√
2
2 ,
√
2
2 , 0
)
u =
(√
3
3 ,
√
3
3 ,
√
3
3
)
w = (0, 1, 0) = ey.
De même, on a nq × np 6= ~0, alors il existe deux combinaisons de trois vecteurs unitaires u′, v′ et
w′ tels que αq = (u′, v′) et αp = (v′, w′). Choisissons par exemple la combinaison
v′ = np×nq‖np×nq‖ = v
u′ = λqv − nq × v
w′ = λpv + np × v.
C’est-à-dire 
v′ = v =
(√
2
2 ,
√
2
2 , 0
)
u′ = (1, 0, 0) = ex
w′ =
(√
3
3 ,
√
3
3 ,−
√
3
3
)
.
Ainsi

qp = h
p =
√
6
6 (2− j − k)
q =
√
2
2 (1 + i)
h =
√
3
3 (1 + i− k)
⇐⇒

αp + αq = αh
αp = (u, v)
αq = (v, ey)
αh = (u, ey)
avec u =
(√
3
3 ,
√
3
3 ,
√
3
3
)
et v =
(√
2
2 ,
√
2
2 , 0
)
,
et

pq = h′
p =
√
6
6 (2− j − k)
q =
√
2
2 (1 + i)
h′ =
√
3
3 (1 + i− j)
⇐⇒

αq + αp = αh′
αq = (ex, v)
αp = (v, w
′)
αh′ = (ex, w
′)
avec v =
(√
2
2 ,
√
2
2 , 0
)
et w′ =
(√
3
3 ,
√
3
3 ,−
√
3
3
)
.
ze
u
v
ye
xe v
ze
ye
xe
αp
αpαh’αh’
αqαq
αhαh
αp
αp
αqαq
u
w’w’
O O
Figure 8. qp = h⇐⇒ αp + αq = αh et pq = h′ ⇐⇒ αq + αp = αh′ .
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Par identification entre les quaternions unitaires et les vecteurs sphériques, il est légitime d’écrire
p = αp, q = αq et qp = αp + αq.
ze
ye
xe
O
qp
p
p
q
q
pq
v
u
w’
Figure 9. p =
√
6
6
(2− j − k) , q =
√
2
2
(1 + i), qp =
√
3
3
(1 + i− k) et pq =
√
3
3
(1 + i− j).
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